Кучевський М.І. Еквівалентність деяких теорем тригонометрії


// Математика в школах України. – 2010-№30.

ДоXVII  століття тригонометрія розглядалась, як засіб розв'язування трикутників, що було викликано практичними потребами астрономії,  архітектури, геодезії.

Починаючи з XVII століття тригонометрію почали застосовувати для  розв'язування задач механіки, електротехніки, опису коливальних процесів і поширення хвиль, для вивчення змінного електричного струму і т. д.
Для розв'язування трикутників застосовувалися, переважно, теорема  синусів, теорема косинусів. теорема тангенсів (формули Регіомонтана), формули Мольвейде.
(В дальнійшому ми будемо використовувати традиційні позначення:сторони трикутника a, b, c ; протилежні їм кути: α, β, γ, причому α+β+γ=π)
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Теорема  синусів: 
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.  (А)
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Історична довідка. Вчені Індії і стародавнього Сходу розв'язування трикутників зводили до розв'язування  прямокутних трикутників і тому не мали потреби в теоремі  синусів.
Ця теорема вперше була доведена ал- Беруні.

Ал-Беруні (04.09.973, К’ят – 11.12.1048. Хорезм) 
Середньоазійський вченний-енцикопедист автор майже 150 праць бо багатьох розділах астрономії, геології, геодезії, математики, мінералогії, якими вніс великий вклад у розвиток середньовічної науки. Беруні означає «житель передмістя».

Європейські математики користувалися теоремою синусів, починаючи з XVI століття.                                                                                                                                                                                               


            Теорема косинусів: 
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 Історична довідка.  Теорема косинусів  в геометричній формі
була доведена Евклідом в Началах. Герон (І ст.), Папп (ІІІст.), вчені Близького Сходу і Індії також використовували формули близькі до теореми косинусів. В Європі першим використав теорему Ф. Вієт. Сучасний вигляд її надав французький математик Лазар Карно у 1801 році.
Лазар Карно (13.05.1753, Ноле – 02.08.1823, Магдебург)
французький політичний і військовий діяч, інженер, математик, який першим запропонував назву «комплексне число», був першопрохідцем в питаннях проективної геометрії. Його ім'я носять дві теореми евклідової геометрії. Син – Саді Карно - видатний фізик, основоположник термодинаміки. 
 Теорема тангенсів: 
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 (С)
    Історична довідка. Регіомонтан (06.06.1436, Кенігсберг – 06.07.1476, Рим).
Його справжнє ім'я і прізвище: Йоганн Мюллер а за місцем народження мав прізвисько -  «кенісбержець». По - німецькі König – король, Berg –гора, а  по - латинські король - Regis, а  гора – montis. Звідси – Регіомонтан. Праця Регіомонтана
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  «П'ять книг про трикутники всіх видів» зіграла значну роль у розвитку тригонометрії, бо в цій книзі вона вперше розглядалася як самостійна наука. Слід також відзначити, що в 1463 році у Венеції він віднайшов  6 книг знаменитої «Арифметики» Діофанта. Сама ж теорема тангенсів була встановлена Т. Фінком у 1583 році, а сучасного вигляду її надав Ф. Вієт у1593 році.  
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      Теорема (формули)  Мольвейде:
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Історична довідка. Карл Брандан Мольвейде (03.02.1774, Вольфенбюттель – 10.03.1825, Лейпциг) видатний німецький математик і астроном, його іменем названа картографічна проекція,  опублікував ці формули у 1808 році і вони стали носити його ім'я. Слід сказати, що такі формули зустрічалися і раніше. Перша у «Всезагальній арифметиці» І. Ньютона (1707 рік), а обидві у «Аналізі трикутників» Ф. фон-Оппеля (1746 рік).
Доведення перших двох теорем учні вивчають згідно шкільної програми, але можна ознайомити їх з геометричним доведенням і двох інших.
Нехай у ΔABC:  A B= c, BC = a, A C= b,  
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A = α,  
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B = β,  
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C = γ  і  a > b. Відкладемо на промені  ВС відрізки CD = CM = b, тоді BD= a+b, а MB = a-b. У рівнобедреному ΔАCD: 
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. А у рівнобедреному ΔАСМ: 
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Проведемо MN паралельно до AD.

[image: image23]
У прямокутному Δ AMN :  
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З подібності ΔABD і  ΔNBM маємо:
[image: image26.wmf]NM

AD

BM

BD

=

. Так як 
[image: image27.wmf]
[image: image28.wmf]2

2

2

)

(

2

b

a

b

a

b

a

p

l

+

=

+

=

+

-

=

=

AMtg

ctg

AM

tg

AM

tg

AM

AD

, а 
[image: image29.wmf]2

b

a

-

=

AMtg

MN

, то одержимо:
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. Аналогічно можна одержати дві інші формули тангенсів.
Так як прямі AD і MN  паралельні, то вони відтинають від сторін кута ABD пропорційні відрізки, тому 
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 і ми одержали першу формулу Мольвейде.
Другу формулу одержимо застосувавши теорему синусів до трикутника АМВ. 
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Виявляється, що всі ці теореми еквівалентні .
Доведення цього твердження, на нашу думку, корисна вправа на заключному етапі вивчення тригонометрії у 10 класі. Так як крім знання формул і вміння виконувати  тотожні перетворення тригонометричних виразів ще й формує логічну складову мислення.  

1. Довести : А
[image: image39.wmf]Û

В.

Доведення.
1.1 А
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В.
Нам дано теорему синусів, а потрібно вивести теорему косинусів.

Так як 
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Значить 
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Піднесемо обидві частини цієї рівності до квадрата і виконаємо перетворення:
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Так як 
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Із теореми синусів 
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Помноживши (1) на  
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 одержимо: 
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Використавши (2) маємо: 
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Аналогічно доводяться дві інші рівності теореми (В). Отже  А
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1.2 В
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Із теореми косинусів виведемо теорему синусів
Додамо перші дві рівності теореми (В), одержимо: 
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Віднімемо від першої рівності теореми (В) другу. Одержимо :
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[image: image62.wmf](

)

(

)

a

b

a

b

cos

cos

cos

cos

2

2

b

a

b

a

b

a

-

+

=

-

;


[image: image63.wmf]a

b

2

2

2

2

2

2

cos

cos

b

a

b

a

-

=

-

;


[image: image64.wmf](

)

(

)

a

b

2

2

2

2

cos

1

cos

1

-

=

-

b

a

;

[image: image65.wmf]a

b

2

2

2

2

sin

sin

b

a

=

;


[image: image66.wmf]a

b

sin

sin

b

a

=

;


[image: image67.wmf]b

a

sin

sin

b

a

=

.
Виконавши аналогічні перетворення з другою і третьою рівностями теореми (В) одержимо: 
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. Теорему синусів доведено
Таким чином  А
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2. Довести: А
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Доведення.  

2.1 А
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Із теореми синусів виведемо теорему тангенсів.

Використавши (2) маємо: 
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, що й треба було довести. Так само доводимо дві інші рівності теореми (С).
С
[image: image74.wmf]Þ

А.
Із  теореми тангенсів виведемо теорему синусів. З першої рівності теореми (С) маємо:
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Виконавши аналогічні перетворення з другою рівністю теореми (С) отримаємо:
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3. Довести: A
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D.

Доведення.
3.1  A
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D.
Із теореми синусів виведемо теорему Мольвейде.

Врахувавши (2) маємо:
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Аналогічно доводяться інші чотири формули .
3.2  D
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A.
Із теореми Мольвейде виведемо формули теореми синусів. 
Додамо почленно перші дві формули Мольвейде.
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Виконавши аналогічні перетворення з третьою і четвертою формулами Мольвейде

одержимо: 
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Отже теорема синусів і теорема Мольвейде еквівалентні, A
[image: image98.wmf]Û

D.  
Враховуючи симетричність і транзитивність відношення еквівалентності приходимо до висновку, що всі чотири теореми попарно еквівалентні.
Вправи для самостійного розв'язування.

4. Довести: B
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С.

Вказівка
4.1  B
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З перших двох рівностей теореми косинусів одержати: 
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Підставити у вираз 
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[image: image104.wmf]  та виконати відповідні перетворення  і одержати першу формулу теореми тангенсів.

4.2. С
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З умови 
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 (*) (Див. 1.1).Звести перші дві рівності теореми тангенсів до вигляду 
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5. Довести: B
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Вказівка
5.1 B
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D
 Одержати з перших двох формул тереми косинусів 
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5.2 D
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Одержати рівність (*). (Див 1.1). Додати третю і четверту формули теореми Мольвейде і одержати: 
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 ; додати п'яту і шосту  формули теореми Мольвейде і одержати: 
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6. Довести: C
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D.

Вказівка
6.1  C
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D.
 З третьої і другої формул теореми тангенсів визначити, відповідно , 
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. Обчислити їх суму і різницю та, після спрощень, одержати перші дві формули теореми Мольвейде. 

6.2 D
[image: image126.wmf]Þ

C.

 Поділити першу формулу теореми Мольвейде на другу. Після спрощень одержати першу формулу теореми тангенсів.
7. Довести другу формулу теореми Мольвейде без використання теореми синусів.
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