Кучевський М.І. Координатний метод розв'язування                        тригонометричних  нерівностей.                                                                       
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Розв’язування будь яких тригонометричних нерівностей зводиться до розв’язування найпростіших нерівностей виду: sinx > c, cosx < b
[image: image179.bmp]і т. д.. або їх сукупностей чи систем. 

Для їх розв’язування , як правило , використовують  графічний метод. Поряд з перевагами цей метод має недолік: кожний раз потрібно будувати графіки відповідних тригонометричних функцій.      

Також часто при розв’язуванні нерівностей використовують тригонометричне коло. Але і цей метод викликає в учнів певні труднощі: по перше учні часто допускають помилки у виборі меж дуг, а по друге за допомогою кола можна розв'язувати тільки  найпростіші нерівності.
 Тому пропонуємо ознайомити учнів з координатним методом розв’язування тригонометричних нерівностей виду  f(sinφ; cosφ)
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Суть методу в слідуючому: так як (cosφ; sinφ) це точка одиничного кола, то нерівність f(sinφ; cosφ)
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[image: image5.wmf]де sinφ=x, а cosφ=y.
Ця система визначає дуги одиничного кола, що містяться в області f(x:y)
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, а кути які  відповідають точкам цих дуг задовольняють дану нерівність.
Щоб знайти кінці дуг досить розв'язати систему рівнянь 
[image: image7.wmf]î

í

ì

=

+

=

.

1

;

0

)

;

(

2

2

y

x

y

x

f

 

Користь від даного методу ще і в тому, що повторюються навички розв’язування систем рівнянь і побудови множин точок заданих нерівністю з двома змінними Наведемо приклади застосування цього методу.
Приклад 1.   Розв'язати нерівність       sinφ≥|cosφ|
Розв'язання
Нерівність рівносильна системі 
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[image: image1.wmf]Побудуємо множину точок, що задовольняє одержану систему 
Нерівність задовольняють кути, що відповідають точкам дуги АВ і знаходяться в заштрихованій області. Знайдемо координати кінців дуги, розв'язавши систему.
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[image: image176.wmf]Таким чином:   A
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 Отже точці А відповідає кут 
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 EMBED Equation.3  [image: image14.wmf]4
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Відповідь.
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Приклад 2.   Розв'язати нерівність       
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 Розв'язання 
Нерівність рівносильна системі 
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Будуємо множину точок, що задовольняє одержану систему. 

[image: image177.wmf]
Нерівність задовольняють кути, що відповідають точкам дуги АВ і знаходяться в заштрихованій області. Знайдемо координати кінців дуги, розв'язавши систему.
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                                                                          Таким чином:   A
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 Отже точці А відповідає кут 
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.Врахувавши спільний період функцій, що входять у нерівність отримаємо відповідь.
 Відповідь.
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Приклад 3.   Розв'язати нерівність   
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Розв'язання 

Складаємо мішану систему рівносильну даній нерівності
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Побудуємо множину точок, що задовольняє одержану систему. 

[image: image178.bmp]
Нерівність задовольняють кути, що відповідають точкам дуги АВ і знаходяться в заштрихованій області. Знайдемо координати точок  А і В, розв'язавши систему рівнянь
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 Отже :   А
[image: image33.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

2

2

;

2

2

 ,  В
[image: image34.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

2

2

;

2

2

.
Тому точці А відповідає кут 
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 EMBED Equation.3  [image: image36.wmf]4
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        Відповідь.
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Приклад 4.   Розв'язати нерівність   
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Розв'язання
Нерівність рівносильна системі      
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Побудуємо множину точок, що задовольняє одержану систему. 



[image: image43.wmf]
Нерівність задовольняють кути точок дуг АВ  і ВС, що  знаходяться в заштрихованій області. Так як А(0;-1), В(1;0), С(0;1), то точкам дуги АВ відповідають кути
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Відповідь   
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Приклад 5.   Розв'язати нерівність    min
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Розв'язання
Нерівність рівносильна системі      
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Побудуємо множину точок, що задовольняє одержану систему. 



Нерівність задовольняють кути, що відповідають точкам дуги АВ і знаходяться в заштрихованій області. Знайдемо координати кінців дуги, розв'язавши систему.  Так як   
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[image: image59.wmf] Відповідь.
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Приклад 6.   Розв'язати нерівність    
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Розв'язання
Запишемо нерівність у вигляді: 
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Складаємо мішану систему рівносильну даній нерівності
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Побудуємо множину точок, що задовольняє одержану систему. 

Нерівність задовольняють кути, що відповідають точкам дуги АВ і знаходяться в заштрихованій області, а також кут який відповідає точці С.  Знайдемо координати кінців дуги і точки С, розв'язавши систему. 
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Отже :   А
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Тому точці А відповідає кут 
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Відповідь.  
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Приклад 7.   Розв'язати нерівність    
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                                                      Розв'язання
Складаємо мішану систему рівносильну даній нерівності  
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Побудуємо множину точок, що задовольняє одержану систему. Нерівність
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 задовольняють координати точок площини, що знаходяться зовні квадрата з вершинами  (a;0), (-a;0), (0;a), (0;-a) та на його сторонах. 
Якщо  
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, то квадрат буде розміщений у середині кола  
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вписаним у коло; при 
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 перетинатися з колом; при  
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 описаним навколо кола; при 
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 коло буде розміщене у середині квадрата.
Розглянемо кожний з цих випадків.
1.   
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   Будуємо множину точок, що задовольняє  систему. 
Так як всі точки  кола знаходяться в заштрихованій                                                                                                                                                          області то розв'язком нерівності будуть всі дійсні числа.   
 Значить при  a<1  
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2.   a=1.
Будуємо множину точок, що задовольняє  систему. 


І в  цьому випадку розв'язками нерівності будуть
                                                  всі дійсні числа.

                                     Отже при  а=1  
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    Будуємо множину точок, що задовольняє  систему.               

Нерівність задовольняють кути, що відповідають точкам дуг які  знаходяться в заштрихованій області.       

 Внаслідок симетрії всі чотири дуги рівні між собою,

 тому досить знайти координати кінців дуги АВ,
 розв'язавши систему  
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Отже : А
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. Тому точці А відповідає кут 
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Врахувавши, що кожну з решти дуг можна одержати поворотом дуги АВ на кут  
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  відповідно, а також  періодичність функцій, які утворюють нерівність отримаємо :      
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4.     
[image: image99.wmf]2

=

а

         Будуємо множину точок, що задовольняє  систему .                  

   Нерівність задовольняють кути, які
                                                           відповідають точкам дотику  A, B, C, D. Це

кути  
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   Врахувавши періодичність отримаємо

   розв'язок   
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5.  
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         Будуємо множину точок, що задовольняє  систему.               

    

Так як  коло і заштрихована область не    

мають спільних точок, то нерівність не


має розв'язків.
Відповідь:                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                    якщо   
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Зауваження         Очевидно, що координатним методом можна розв'язувати і тригонометричні рівняння. Наприклад рівняння  
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А так як пряма 
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Вправи для самостійного розв'язування.
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[image: image134.wmf] Відповідь:
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          Відповідь:                                                                    
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   Відповідь:       
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