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Будемо використовувати традиційні позначення. Довжини сторін трикутника будемо позначати: а, в, с; протилежні їм кути:
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 довжини бісектрис внутрішніх кутів проведених до відповідних сторін:
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; довжини бісектрис зовнішніх кутів: 
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, половину периметра трикутника - р; довжини висот: 
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; довжини медіан: 
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. Теорему про поділ бісектрисою протилежної сторони трикутника на відрізки довжини яких пропорційні прилеглим сторонам трикутника будемо називати «теоремою про бісектрису трикутника».
                         1. Бісектриси внутрішніх кутів трикутника.

В статті «Бісектриса трикутника» [8]  довжину бісектриси проведеної до сторони довжиною а рекомендується обчислювати за формулою: 
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А у пункті 5 «Длина биссектисы треугольника» статті  [7]  використовується формула:     
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  (2). Така ж формула рекомендується і у посібнику [4] 

Крім цих формул ми пропонуємо учням користуватися для обчислення довжини бісектриси, проведеної до сторони довжиною а, формулою  
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, де  m, n – відрізки на які бісектриса ділить сторону довжиною а. На нашу думку, ця формула має ряд переваг. А саме:
· Вона значно легша для запам’ятовування, до того ж вона іменна – носить ім’я відомого математика Лагранжа.
· Формулу можна вивести вже у 8 класі при вивченні подібності трикутників, а при виведенні учні також познайомляться з таким важливим методом  розв’язування геометричних задач, як метод допоміжного кола.

· При її застосуванні буде використовуватися «теорема про бісектрису трикутника», яка застосовується рідко і тому учні її забувають.
· З неї легко отримати формули (1) і (4).
Доведемо формулу Лагранжа.

Опишемо навколо трикутника коло і продовжимо бісектрису до перетину з колом у точці Е.

ΔABD подібний до ΔAEC (за двома кутами). З подібності трикутників маємо:
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 EMBED Equation.3  [image: image10.wmf]AC
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. Так як за властивістю хорд, що перетинаються 
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  (3).                                                                                                                   Так само виводяться формули для решти двох бісектрис трикутника.
Використавши формулу Лагранжа виведемо формулу (1). За «теоремою про бісектрису трикутника»:
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. Підставивши одержані значення в (3) одержимо: 
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 (4) - ще одна формула для обчислення довжини бісектриси.

Виконаємо перетворення у (4).      
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Отже 
[image: image21.wmf](
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і таким чином ми отримали формулу (1) без застосування теореми косинусів.
Покажемо застосування формули Лагранжа при розв’язуванні задач із [8] і переконаємось в її ефективності, порівнявши одержані розв’язки із розв’язками статті [8].
 У трикутнику зі сторонами 12см, 15см, і 18см знайти бісектрису найбільшого кута.                                     
  Розв’язання. Найбільший кут лежить проти сторони довжиною 18см. Знайдемо довжину відрізків на які ділить її бісектриса, використавши «теорему про бісектрису трикутника».
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. Отже довжини відрізків: 8 см і 18 - 8=10 см.
За формулою Лагранжа 
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Відповідь. 10  см.
У трикутнику дві сторони і бісектриса кута між ними відповідно дорівнюють 45см, 20 см і 24 см. Знайти відрізки третьої сторони, на які її ділить бісектриса.

    Розв’язання.   Використавши формулу Лагранжа і «теорему про бісектрису трикутника» 
[image: image26.wmf]складаємо систему рівнянь.
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Перемноживши почленно рівняння одержимо 
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Відповідь.  12 см і 27 см. 

Задача із збірника завдань ДПА - 2012 для 9 класу (Варіант 28 Задача 3.3)

У рівнобедреному трикутнику основа дорівнює 5см, а бічна сторона  - 20см. Знайдіть бісектрису кута при основі трикутника.

    Розв’язання. За «теоремою про бісектрису трикутника» знаходимо відрізки на які бісектриса ділить бічну сторону:
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(см). Отже довжини відрізків: 4см і 20-4=16(см). 

За формулою Лагранжа 
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Відповідь. 6  см.
   У трикутнику дві сторони дорівнюють 6см і 12 см, а кут між ними - 120°. Знайдіть бісектрису цього кута.

     Розв’язання. На нашу думку розв’язувати цю задачу за формулою (1), як це зроблено в [8], не доцільно. ЇЇ краще розв’язати методом порівняння площ, тим самим ознайомимо учнів ще з одним методом розв’язання геометричних задач. До того ж її розв’язання буде слугувати пропедевтикою для виведення формули (2).
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Нехай АВ = 6см, ВС = 12см, 
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	Виведемо методом порівняння площ формулу (2).
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Аналогічно виводяться формули для інших двох бісектрис.
Наведемо й інші формули для обчислення довжин бісектрис внутрішніх кутів трикутника, серед яких  є доволі «екзотичні», але й вони знаходять застосування при розв’язуванні задач. 
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  (8).
Покажемо застосування формул для обчислення довжин бісектрис до доведення теорем і розв’язування задач.

Теорема Піфагора.

Довести, що у прямокутному трикутнику сума квадратів катетів рівна квадрату гіпотенузи.
Нехай дано прямокутній трикутник з катетами а і в та гіпотенузою с. Побудуємо трикутник симетричний даному відносно прямої яка містить катет в. Отримаємо рівнобедрений трикутник з бісектрисою рівною в, бічними сторонами рівними с і основою поділеною бісектрисою на відрізки, кожний з яких рівний а. За формулою Лагранжа: 
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Теорема Штейнера – Лемуса.
Довести, що трикутник з двома рівними бісектрисами – рівнобедрений.
За словами Мартіна Гарднера це одна із самих підступних теорем елементарної геометрії. Вона є яскравим прикладом для демонстрації методичного прийому: «здивувати учня». У сьомому класі після вивчення ознак рівності трикутників учні легко доводять теореми про рівність медіан, висот і бісектрис проведених до бічних сторін рівнобедреного трикутника Не виникає труднощів і з формулюванням обернених теорем. Доводять теорему про рівнобедреність трикутника з двома рівними висотами і навіть,правда нечасто, за двома рівними медіанами. І викликає здивування, що не вдається довести теорему про рівнобедреність трикутника з двома рівними бісектрисами. В літературі є багато різних геометричних доведень знайдених математиками всього світу більш ніж за 170 років з часу появи теореми. Ми покажемо доведення, які ґрунтуються на формулах довжин бісектрис.

І спосіб.

Доведемо теорему використавши формулу (4). Нехай 
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 EMBED Equation.3  [image: image49.wmf]c
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Так як сума у другій дужці рівності додатна, то рівність можлива тільки при 
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Значить трикутник рівнобедрений.


ІІ спосіб.
А тепер застосуємо формулу (2). Нехай 
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 EMBED Equation.3  [image: image60.wmf]c
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Припустимо, що 
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Так як 
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 (проти більшої сторони лежить більший кут), 
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Перемноживши нерівності (*) і (**) одержимо, що 
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,а це суперечить умові. Аналогічну суперечність отримаємо припустивши ,що 
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Задача 1. Дві сторони трикутника рівні 6 см і 12 см. Чи може бісектриса кута між ними дорівнювати 8 см ?
Розв’язання. І спосіб.
Нехай  
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ІІ спосіб.   Нехай третя сторона трикутника буде рівна х см, тоді бісектриса поділить її на відрізки
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 Звідки 
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Відповідь. не може

Задача 2. У трикутнику АВС бісектриса кута А перетинає сторону ВС у точці К.  Відомо, що
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 Розв’язання. Нехай 
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За «теоремою про бісектрису трикутника» 
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Значить 
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Відповідь.
[image: image100.wmf]тп

.
Задача 3. Знайти співвідношення між площею даного трикутника S і  площею трикутника утвореного основами бісектрис -
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                                                            Розв’язання
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Так як 
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мають спільний кут, то їх площі відносяться як добутки сторін, що утворюють цей кут. Тому 
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Тоді 
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Відповідь. 
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Задача 4. Довести,що площа трикутника не менша за  чотири площі трикутника утвореного основами його бісектрис.


Розв’язання. Використавши результат попередньої задачі маємо:
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Рівність досягається у рівносторонньому трикутнику.

Задача 5. Довести, що для трикутника утвореного основами бісектрис справедлива формула :
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Розв’язання.   Виконаємо у формулі із задачі 3 наступні перетворення
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На останньому етапі ми використали формулу (1).
Задача 6. Довести нерівність 
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    Розв’язання. Використаємо формулу (1) та нерівність між середнім арифметичним і середнім геометричним для двох чисел.
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 EMBED Equation.3  [image: image131.wmf](

)

(

)

(

)

a

p

p

bc

a

p

bcp

c

b

a

p

bcp

l

a

-

=

-

£

+

-

=

2

2

2

. Аналогічно: 
[image: image132.wmf](

)

b

p

p

l

b

-

£

, 
[image: image133.wmf](

)

c

p

p

l

c

-

£

.

Тому 
[image: image134.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

2

2

2

2

3

p

p

p

p

c

p

b

p

a

p

p

c

p

p

b

p

p

a

p

p

l

l

l

c

b

a

=

-

=

-

+

-

+

-

=

-

+

-

+

-

£

+

+

.
Задача 7. Довести нерівність 
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 Розв’язання. Застосуємо нерівність між середнім арифметичним і середнім квадратичним для трьох чисел і результат задачі 6.
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Задача 8. Довести, що для гострокутного трикутника виконується нерівність
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  Розв’язання. З формулою (2) 
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Так як 
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 (трикутник гострокутний), то 
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.  Додавши почленно отримані нерівності одержимо нерівність, яку потрібно було довести.
                         2.  Бісектриси зовнішніх  кутів трикутника.
Так як бісектриса зовнішнього кута при вершині рівнобедреного трикутника паралельна до його основи (довести), то надалі будемо розглядати тільки різносторонні  трикутники.  
Нехай AD бісектриса зовнішнього кута А. Проведемо CE ІІ AD, тоді 
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 (кожний з них рівний половині зовнішнього кута А), то АЕ=АС. Значить 
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Тобто бісектриса зовнішнього кута ділить протилежну сторону, зовнішнім чином, на відрізки пропорційні прилеглим сторонам.
 Для обчислення довжин бісектрис зовнішніх кутів можна довести формули аналогічні до формул для довжин внутрішніх бісектрис.
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 (9) – формула Лагранжа, 
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Спробуємо довести теорему Штейнера - Лемуса для бісектрис зовнішніх кутів. Нехай,наприклад, 
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 Розв’язання. Використаємо формулу (10). Так як 
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Після перетворень аналогічних при доведенні теореми для внутрішніх кутів трикутника отримаємо: 
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, а ця рівність можлива не тільки при умові 
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Для прикладу візьмемо 
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 .Неважко показати , що трикутник з таким значенням сторін існує і він різносторонній, але в нього 
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Отже рівність бісектрис зовнішніх кутів ще не гарантує рівнобедреність трикутника.

Іншим прикладом спростування теореми Штейнера - Лемуса для бісектрис зовнішніх кутів є трикутник О Ботема.
Розглянемо трикутник АВС у якого 
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то трикутник різносторонній. Доведемо, що бісектриси AD і BE зовнішніх кутів цього трикутника при  вершинах А і В будуть рівні.






Обчислимо кути 
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Обчислимо кути 
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Значить 
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З наведених прикладів робимо висновок, що із рівності зовнішніх бісектрис трикутників не слідує рівнобедреність трикутника. 

    3. Побудова трикутника за його бісектрисами.
Неважко побудувати циркулем і лінійкою трикутник за відрізками
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 і задані відрізки повинні задовольняти нерівність трикутника.

При побудові трикутника за відрізками 
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[image: image195.wmf]А як побудувати трикутник за відрізками, які були б бісектрисами побудованого трикутника і які умови вони повинні задовольняти?
Нехай дано 
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 застосувавши формулу (4) одержимо систему:
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Можна довести (Квант №3 за 2003 рік), що система має єдиний розв’язок, що задовольняє нерівність трикутника. Отже для будь-яких відрізків
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 існує трикутник для якого вони будуть бісектрисами. 

Якщо ці відрізки рівні,то шуканий трикутник буде рівносторонній і його легко побудувати.

Нехай два відрізки з трьох,наприклад 
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, рівні, то такий трикутник, згідно теореми Штейнера – Лемуса,буде рівнобедреним. Застосуємо алгебраїчний метод розв’язування задач на побудову.                                                
                                                        У рівнобедреному 
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Нехай 
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. Легко бачити, що рівняння має корінь 
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,  який не задовольняє умову задачі.. Поділивши обидві частини рівняння на 
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. Умову задачі задовольняє тільки
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. Так як це значення синуса можна побудувати циркулем і лінійкою, то можна побудувати і трикутник.
Спробуємо
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. Переконуємося, що цілі дільники першого коефіцієнта і вільного члена одержаного рівняння: 
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 не будуть коренями. Значить рівняння не має раціональних коренів і отже воно не розв’язне у квадратних радикалах.
 (Якщо кубічне рівняння з раціональними коефіцієнтами не має раціональних коренів,  то воно не розв’язне в квадратних радикалах[1], §36, стор.186). Тому цей трикутник не можна побудувати. Таким чином, у загальному випадку, побудувати трикутник циркулем і лінійкою за його бісектрисами неможливо.
Задачі для самостійного розв’язування.

1. Доведіть формули (5), (6), (7), (8), (9), (10), (11).
2. Знайти площу трикутника, якщо дві його сторони рівні 35 см. і 14 см., а бісектриса проведена до третьої рівна 12 см. Відповідь. 235,2 см2 .

3. В трикутнику АВС проведені бісектриси АМ і ВN. Нехай О – точка їх перетину. Відомо, що
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. Знайти кути трикутника. Відповідь. 30°, 60°, 90°. 
4. В прямокутному трикутнику довжини медіани і висоти проведених до гіпотенузи рівні m і h. Знайти довжину бісектриси прямого кута. Відповідь.
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5. Довести: 
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6. За висотами 
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7. Довести: 
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8. Довести: 
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9. Довести:  
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10. Довести: 
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11. Довести: 
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12. Побудуйте трикутник за точками перетину бісектрис його внутрішніх кутів з центром описаного кола.

13. Дано дві прямі які перетинаються і точка яка їм не належить. Побудуйте трикутник, для якого прямі були б бісектрисами його внутрішніх кутів, а точка – вершиною.
14. Побудувати трикутник за кутом та висотою і бісектрисою проведеними з вершини цього кута.
15.  Побудувати трикутник за двома висотами опущених на дві сторони, і бісектрисою проведеною до третьої сторони.
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