Кучевський М.І Задача №36. Підготовка до ЗНО . Поглиблений рівень.          //    Математика в     школах  України -2015 №6.
Задача №36
Згідно Програми зовнішнього незалежного оцінювання сертифікаційна робота з математики  (поглиблений рівень) у 2015 році буде складатися з 36 завдань чотирьох форм.
З них завдання 35 і 36 відкритої форми. Завдання  №36 оцінюється  6 балами, тоді як решта, 35 завдань мають сумарну оцінку 60 балів. Так що ця задача варта уваги.                                     У демонстраційному варіанті УЦОЯО, сайт; testportal.gov.ua.,  №36 – задача з параметром. На нашу думку це не випадково так як задачі з параметром дозволяють перевірити повноцінність математичної підготовки, нестандартність мислення, схильність до пошуково-дослідницької діяльності.
  Задачі з параметрами можна умовно поділити на три групи: задачі, які розв’язуються тільки аналітично; аналітично із застосуванням графічних ілюстрацій; задачі в яких без графіків не обійтись.

   При аналітичних методах розв’язування можна використати: заміну змінних, інваріантність,  властивості квадратного тричлена, область визначення і множину значень функції, парність і непарність, монотонність, обмеженість і екстремальні властивості функцій.
    При графічних методах це:координатна площина ХОа, метод областей, паралельне перенесення, поворот, гомотетія, параметричну пряму.
   Звичайно потрібно намагатися розв’язати задачу аналітично так як графічний метод багатьма перевіряючими розглядається як засіб наочності. До того ж графіки відображають дійсну картину з певними похибками. Нагадаємо «класичний» приклад:розв’язати рівняння
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. «Побудувавши» графіки можна побачити , що графіки перетинаються і рівняння має корінь 
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 і перевірка показує, що це значення дійсно є коренем. Насправді графіки перетинаються ще у двох точках і рівняння має ще два корені.                                                                                

   Ще один приклад. При графічному розв’язуванні системи 3 [3 стор.60-61] будуючи множину точок яка задовольняє нерівність 
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 «забули» позначити границі виділеної області пунктирними прямими і в результаті отримали неправильну відповідь:
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 система розв’язків немає.
 Тому висновки отримані на основі графіків бажано підкріпити аналітичними викладками. 
   Наведемо деякі  методи розв’язування задач з параметрами з метою підготовки до розв’язування задачі №36 сертифікаційної роботи ЗНО-2015
№1 (№36,. Демонстраційний варіант ЗНО 2015)

Розв’яжіть рівняння:
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 залежно від значень параметра а.

Розв’язання.
Спосіб 1
Запишемо дане рівняння у вигляді: 
[image: image7.wmf](
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Спочатку розв’яжемо його аналітичним методом. ОДЗ рівняння: 
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Дане рівняння на ОДЗ рівносильне сукупності рівнянь:
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Очевидно, що перше рівняння має корінь 
[image: image10.wmf]2,5
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 при всіх значеннях параметра а. Розв’яжемо друге рівняння з урахуванням ОДЗ.
Нехай 
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Нехай 
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Вияснимо при яких значеннях параметра корені 
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співпадають: 
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 тобто на кінці проміжку.
Відповідь: при 
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Рівняння з модулями можна було розв’язати і більш традиційними методами: розглянути випадки коли 
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і розкрити модулі на відповідних інтервалах, або розглянути випадки коли вирази під знаками модулів мають однакові і різні знаки. Нам здається, що запропоноване розв’язування займає меншу «площу».
Спосіб 2
Розглянемо графічне розв’язання у параметричній площині ХОа. Замість осі ОУ ми беремо вісь Оа.
Побудуємо графік сукупності 
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і графік ОДЗ 
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Графіком першого рівняння сукупності є пряма, а ОДЗ задовольняють точки прямої півплощини яка розташована нижче прямої 
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Графіком другого рівняння сукупності є «ключка», щоб її побудувати розіб’ємо площину ХОа прямим  
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на чотири частини і розкриємо модулі, визначивши знаки під модульних виразів у кожній з частин.
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У І частинні 
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У ІІ частині 
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У ІІІ частині 
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 - не належить ІІІ частині.
У ІV частині 
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[image: image68.wmf]05

=

 - графік не проходить.
Розв’язками рівняння будуть абсциси точок перетину параметричної прямої р, паралельної осі ОХ,  з графіками рівнянь сукупності, що лежать в ОДЗ. Пряма р перетинає графік першого рівняння сукупності при будь якому значенні а і точки перетину належать ОДЗ, тому рівняння має розв’язок 
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З графіка другого рівняння в області допустимих значень знаходяться відрізки ВС і АС.
З відрізком ВС параметрична пряма перетинається, тому абсциси цих точок перетину 
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 будуть коренями. З відрізком АС пряма р співпадає, тому абсциси всіх точок відрізка будуть коренями.  Знайшовши координати точок А, В, С ми знайдемо відповідні значення параметра а. Координати В: 
[image: image72.wmf]0,250,4

хх

+=

, 
[image: image73.wmf]25

6

х

=-

, 
[image: image74.wmf]252

0,41

63

а

æö

=×-=-

ç÷

èø

 . 
Координати С:  
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 Координати А: 
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Зауважимо,що абсциси точок перетину параметричної прямої з променями ВК і АМ будуть сторонніми коренями даного рівняння так як не входять в ОДЗ

Відповідь: при 
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Спосіб 3
Розв’яжемо рівняння із застосуванням паралельного перенесення. Так як дане рівняння на ОДЗ рівносильне сукупності (1) і перше має корінь
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, розв’яжемо друге рівняння , а потім відберемо його корені, що належать ОДЗ.

Запишемо рівняння у вигляді: 
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 Розглянемо ліву і праву частини рівняння як функції 
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. Графіки цих функції можна отримати паралельним перенесенням графіка відомої функції 
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. Графік функції 
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отримаємо у результаті перенесення графіка функції
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 на п’ять одиниць вліво по осі ОХ, а графік функції 
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буде результатом паралельного перенесення графіка функції
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 на а одиниць по осі ОХ і на а одиниць по осі ОУ. Так як точка (а;а) належить бісектрисі координатних кутів, то графік функції
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 у результаті  його руху по прямій 
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, причому правий промінь графіка модуля буде співпадати з прямою.                                                                    Отже
[image: image100.wmf]5,5

()5

5,5.

хх

уxx

хх

j

+³-

ì

==+=

í

--<-

î

, а 
[image: image101.wmf],

()

2,.

хха

уgxxaa

хаха

³

ì

==-+=

í

-+<

î


[image: image307.wmf]333
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Розв’язками рівняння будуть абсциси точок перетину графіків. Отже рівняння буде мати безліч розв’язків, коли промінь СD співпаде з променем АВ і один розв’язок, коли CD перетне промінь АВ. Промені співпадуть, якщо
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пройде через точку (-5;0). Значить 
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 і рівняння має безліч розв’язків 
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 рівняння має один розв’язок: 
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Із знайдених значень коренів відберемо ті,що належать ОДЗ заданого рівняння.
При 
[image: image109.wmf]2,5

а

=-

: 
[image: image110.wmf]2,52,5(2,5)6,25.

ха

³³×-³-

 Отже 
[image: image111.wmf][

]

6.25;5

х

Î--


При   
[image: image112.wmf]2,5

а

>-

: 
[image: image113.wmf]2,52,5,

аа

-³


[image: image114.wmf]2

1.

3

а

£-

 Отже 
[image: image115.wmf]2,5.

ха

=-

при 
[image: image116.wmf]2

2,51.

3

x

-<£-



Вияснимо при яких значеннях параметра корені 
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співпадають: 
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 і записуємо остаточну відповідь.
Відповідь: при 
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№2 (№32 ЗНО 2012, ІІ сесія)

При якому найменшому значенні а рівняння 
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Розв’язання.
Розв’яжемо аналітичним методом, застосувавши заміну змінної. Нехай 
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Задане в умові задачі рівняння буде мати хоча б один корінь, якщо отримане рівняння буде мати принаймні один корінь
[image: image135.wmf]0.
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Це відбудеться якщо добуток коренів отриманого квадратного рівняння буде невід’ємний. Значить 
[image: image136.wmf]3360
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[image: image137.wmf]5,5.

а

³


Найменше значення а=5,5.


Відповідь: 5,5.

№3 (№33 ЗНО 2013 , І сесія)
Знайдіть значення параметра а, при якому корінь рівняння 
[image: image138.wmf](
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[image: image139.wmf]3
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                                                      Розв’язання
Оцінимо множину значень функцій у лівій і правій частинах  рівняння Так як найбільше значення синуса одиниця, а логарифм одиниці нуль і логарифм за основою десять зростаюча функція, то множина значень лівої частини не більша за нуль. Функція у правій частині невід’ємна і її множина значень не менша за нуль. Значить рівність можлива коли обидві частини рівняння рівні нулю. Отримуємо систему:
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Знайдемо значення п при якому корінь належить інтервалу
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2;

2105

n

<+<

 
[image: image145.wmf]151420;

n

<+<

 
[image: image146.wmf]14419

n

<<

; 
[image: image147.wmf]3,54,75.

n

<<


Так як п ціле число, то
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. Значить 
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Графічне розв’язування, на мою думку , було б набагато складніше.


Відповідь: -14,3
№4 (№34 ЗНО 2014, додаткова сесія)
Знайдіть найбільше значення параметра, при якому система рівнянь
[image: image151.wmf](
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 має безліч розв’язків


Розв’язання
Помножимо перше рівняння системи на 2а-5 і віднімемо друге. В результаті отримаємо: 
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 рівняння перетворюються у неправильні рівності.) З першого рівняння одержимо, що
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 Значить:
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Умову задовольняє значення 
[image: image161.wmf]3,5.
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Відповідь: 3,5
№5 (№35 ЗНО 2011) Знайдіть найменше значення а при якому має розв’язок рівняння 
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Розв’язання


[image: image163.wmf]2

13

sincos432

22

xxaa

+=--

;

       
[image: image164.wmf]2

cossinsincos432;

33

xxaa

pp

+=--




[image: image165.wmf](
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Порівняємо додатні і від’ємні корені квадратних тричленів.


[image: image166.wmf]3337334933

10.

444

-+--

-==>

 Значить 
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Розв’язуємо систему нерівностей методом інтервалів.
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Отже 
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 Значить найменше значення рівне 
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Відповідь: -2,5
№6. При якому найменшому цілому значенні параметра а рівняння 
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 має три різні корені.

Розв’язання
Розглянемо функцію
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   На проміжку
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тому функція зростає і щоб рівняння мало корінь на кінцях проміжку вона повинна мати значення різних знаків. При 
[image: image180.wmf]х

®-¥

 функція від’ємна, тому при 
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 повинна набувати додатного значення: 
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функція спадає і на лівому кінці проміжку буде додатна тому для існування кореня при 
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повинна мати від’ємне значення.:
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   На проміжку 
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 причому і на лівому кінці проміжку буде від’ємна,  а на правому при 
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 додатна, то рівняння буде мати третій корінь.

     Отже рівняння буде мати три корені якщо буде виконуватися умова: 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image192.wmf](
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Найменше ціле значення рівне: -424.
     Інші шляхи розв’язування: 1) знайти екстремуми функції і тоді умову задачі будуть задовольняти такі значення а при яких 
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      2) у координатній системі ХОУ побудувати графік функції  
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 і вияснити при якому найменшому цілому значенні пряма
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 перетинає його у трьох точках.

 Але і цих випадках без застосування похідної не обійтися.


Відповідь: -424
№7 .Знайти всі значення параметра при якому система має хоч один розв’язок. Знайти розв’язок
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Розв’язання
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image199.wmf](
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image200.wmf](
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Права частина першого рівняння має найменше значення яке рівне 169.

Оцінимо ліву частину рівняння використавши нерівність Коші-Буняковського: 
[image: image201.wmf](
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 Значить найбільше значення лівої частини рівне 169. Рівність обох частин можлива тільки при умові, що кожна з них дорівнює 169. Отримуємо систему
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Отже при   
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 система має розв’язки 
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(Можна для оцінки лівої частини рівняння  використати властивість скалярного добутку векторів: 
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Відповідь: а=1;
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№8. Знайти найменше натуральне  значення параметра а при якому система має розв’язки 
[image: image211.wmf](
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Розв’язання
Виконаємо підстановку 
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. Перше рівняння системи перетворюється у правильну рівність при всіх значеннях а і t.. Друге рівняння набуває вигляду: 
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Рівняння буде мати розв’язок при умові; 
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Найменше натуральне  значення параметра 
[image: image216.wmf]2.
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Відповідь: 2
№9 Знайти найбільше значення параметра а при якому рівняння 
[image: image217.wmf](
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 має єдиний корінь.

Розв’язання
Можна було б розв’язувати розкривши знаки модулів (чотири випадки) і зводити отримані рівняння до квадратних та знаходити значення параметра при яких вони мають один корінь.

 Ми покажемо розв’язування з використанням інваріантності.

  Можна помітити що якщо 
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 корінь рівняння, тобто 
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 Значить щоб рівняння мало єдиний корінь повинна виконуватися умова: 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image225.wmf]0
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 Значить єдиним коренем рівняння може бути тільки число -7

Підставимо у дане рівняння значення 
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Отже при знайдених значеннях параметра рівняння буде мати корінь  -7. Залишається перевірити чи при цих значеннях параметра рівняння немає інших коренів крім -7

При 
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[image: image230.wmf]6
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 не задовольняє умову.

При 
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 рівняння має вигляд: 
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[image: image233.wmf]4
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  задовольняє умову

При 
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 рівняння має вигляд: 
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Найбільше значення параметра рівне 8


Відповідь: 8
№10 ( №4. с.50  [3] )

При яких значеннях параметра  а множина коренів рівняння
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Розв’язання
У [3 ]задача розв’язана трьома способами з використанням графіків. Розв’яжемо задачу використавши геометричну інтерпретацію модуля. Так як ліва частина рівняння невід’ємна, то  
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Відповідь: 4
№11 знайти значення параметра а при якому рівняння 
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Розв’язання
Розв’яжемо із застосуванням «віртуального» графіка. 
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 Ліва частина рівняння 
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парабола вітками вгору з вершиною у точці 
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, а права частина 
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 нескінченна множина прямих ліній паралельних осі ОХ, які перетинають вісь ОУ у точках 
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 у проміжку 
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Щоб рівняння мало 13 коренів парабола і множина прямих повинні мати 13 спільних точок.. Пряма паралельна осі ОХ може перетнути параболу у двох точках або дотикатися у вершині. 
Отже щоб отримати 13 точок перетину парабола повинна перетнутися із шістьома прямими, а її вершина повинна лежати на сьомій. Значить 
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Зрозуміло. Що можна «замовити» будь-яку кількість коренів, але при парній кількості вершина параболи буде лежати між відповідними прямими і доведеться розв’язувати подвійну нерівність.


Відповідь: 
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№12 Знайти всі значення х, які задовольняють рівнянню                           
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Розв’язання
Будемо розв’язувати методом спрощуючого значення параметра. Цим методом зручно користуватися при наявності у задачі словосполучення « для будь-якого».

Так як параметр може набувати будь-якого значення, то візьмемо значення 
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Отримаємо 
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Перевіримо чи будуть знайдені значення коренями даного рівняння при будь якому значенні параметра, а не тільки при 
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Нехай 
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тоді рівняння приймає вигляд 
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 Нехай
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 тоді рівняння приймає вигляд 
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                                                              Відповідь: 1
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Розв'язування.

Якщо а=0, то рівняння коренів не має.

       При 
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 рівняння рівносильне системі:
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Знайдемо значення параметра а при яких система має єдиний розв’язок

1.Спочатку розглянемо випадок, коли квадратне рівняння  (
[image: image274.wmf]2
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) має один корінь. Це буде, якщо його дискримінант рівний нулю.
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- не задовольняє умову, тому можливе значення 
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 Переконаємось , що знайдене значення параметра задовольняє умову задачі. При 
[image: image280.wmf]3

4

а

=

 система має вигляд:
[image: image281.wmf]2

2

3

4,

30,

4,

4

7,2.

5

2545

7,2

90

810

4

162

х

х

х

х

х

х

хх

ì

³

ì

-³

ï

³

ì

ïï

ÛÛÛ=

ííí

æö

=

-=

î

ç÷

ïï

-+=

èø

î

ï

î


Значить при 
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 рівняння має єдиний корінь.

2, Якщо квадратне рівняння буде мати два корені то система буде мати єдиний розв’язок якщо один з коренів рівняння не задовольняє нерівність системи, а це буде у випадку коли корені рівняння будуть лежати по різні сторони відносно точки 
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 (парабола вітками вгору) буде мати корені  що лежать по різні сторони від точки 
[image: image285.wmf]3

х

а

=

, якщо буде виконуватися умова 
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3. Розглянемо випадок коли 
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 . Це буде при 
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 Дослідимо ці значення.

При 
[image: image293.wmf]1

4

а

=

 система набуває вигляду : 
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Значить при 
[image: image295.wmf]1
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 рівняння має єдиний корінь.

При 
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 система набуває вигляду
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Отже при 
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 рівняння має два корені і це значення параметра не задовольняє умову задачі

Об’єднавши знайдені значення отримуємо, що рівняння буде мати єдиний при
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Відповідь. 
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На завершення задача з параметрами типу «копченого оселедця» (за Д. Пойя.)

13. Знайти всі значення параметра а при яких рівняння 
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 має не менше одного кореня.


Розв’язання
При першому знайомстві задача викликає в учнів паніку. Насправді легко бачити, що ОДЗ рівняння всі значення крім  
[image: image302.wmf]0

а

=

. В ОДЗ рівняння має корінь 
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, тому рівняння має не менше одного кореня при всіх
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Відповідь: 
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